e Si considera la trave di lunghezkzaincastrata irB e caricata inA da una
coppia concentrat@, Figura ? (a). Si vuole calcolare la freccia edtazione
della trave nei pun# eD.

La Figura (b) mostra 'andamento costante del mdmdlettente, che
vale C. La Figura (c) riporta la trave ausiliaria; segienla Tabella ?7?,
I'incastro e diventato estremo libero, mentre festo libero & diventato
incastro. In Figura (d) la trave ausiliaria e stzdgicata con il diagramma della
curvaturaM¢/(EJ) della trave reale, di valore costante ugual#(&J).

Si considera dapprima il calcolo delle rotazioniAire D. Tali rotazioni
valgono il taglio nella trave ausiliaria. & il taglio valeC/(EJ)xI=CI/(EJ). Per
calcolare la rotazione iD, si calcola il taglio iD. Considerando (per esempio)
il caricamento alla sinistra della sezidbee cioé il caricamento tra i purBie
D, il taglio valeC/(EJ)xI/2=Cl/(2EJ).

Si considera nel seguito il calcolo della freccadla trave inA ed inD.
Occorre calcolare il momento flettente Ane D nella trave ausiliaria. Per il
calcolo della freccia irA, Figura (e), sostituisco al caricamento totalesua
risultanteCl/(EJ). Il braccio di tale risultante rispetto &dvalel/2. Il momento
flettente nel puntoA della trave ausiliaria vale forza per braccio, écio
Cl/(EJ)xI/2= CI?/(2EJ), che quindi rappresenta la freccia An Si considera
infine la freccia nel punt®. Questa volta non devo considerare il caricamento
totale, ma solo la parte (per esempio) alla sugtsi) rappresentata in Figura
(), la cui risultante val€l/(2EJ). Il braccio di tale risultante rispetto al puio
valel/4, per cui la freccia i vale Cl/(2EJ)xI/4= CI?/(8EJ).

C
c N

B D ;) B D /D B AN
|/2! /2 c o E

() (b)

C M C|
Ll _Cl
EJ /Q £ | £
I
B D A§ B 1D A S D AE
aux. E aux. |/2 aux. |/4 E
(d) (e) = - ——(f)
Figura ?



 Si considera la trave di lunghezzancastrata irB, libera inA, e caricata i
da una coppia concentra@@ Figura ? (a). Si vuole calcolare la freccia e la
rotazione della trave nei puitie D.
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La Figura (b) mostra 'andamento del momento flete costante ed
uguale aC nel trattoB D, e nullo nel trattd A. La Figura (c) riporta la trave
ausiliaria; seguendo la Tabella ??, I'incastrovewliato estremo libero, mentre
I'estremo libero € diventato incastro. In Figurg (@ trave ausiliaria € stata
caricata con il diagramma della curvatiMg(EJ) della trave reale, di valore

costante uguale @(EJ) nel trattoB De nullo nel trattd A.

Si considera dapprima il calcolo delle rotazioniAire D. Tali rotazioni
valgono il taglio nella trave ausiliaria. ke inD il taglio ha lo stesso valore, e
vale C/(EJ)xI/2=Cl/(2EJ), che rappresenta quindi la rotazionéAied inD. La
Figura (f) presenta una deformata qualitativa ddhave, che giustifica
fisicamente il risultato per cui la rotazione rineda stessa iA ed inD.

Si considera nel seguito il calcolo della freccadla trave inA ed inD.
Occorre calcolare il momento flettente Ane D nella trave ausiliaria. Per il
calcolo della freccia irA, Figura (e), sostituisco al caricamento totalesua
risultanteCl/(2EJ). Il braccio di tale risultante rispetto &dvalel/4+H/2=3/4. 1|
momento flettente nel puntd della trave ausiliaria vale forza per bracciogcio
Cl/(2EJ)x31/4=3CI%/(8EJ). Si considera infine la freccia nel pun®. Il
momento flettente iD vale la risultanté€l/(2EJ) moltiplicata per il suo braccio
rispetto a D, cioe 1/4. I momento flettente inD quindi vale
Cl/(2EJ)x1/4=CI?*/(8EJ), che rappresentala frecciabmnella trave reale.



 Si considera la trave di lunghezzaiBcernierata nei punB e D, e caricata in
A da una forza trasversale concentitaFigura ? (a). Si vuole calcolare la
rotazione nei punth, B, D, e la freccia irA.

La Figura (b) mostra 'andamento bi-triangolare m@mento flettente, di
valore massimo irB uguale aPl. La Figura (c) riporta la trave ausiliaria
secondo la Tabella ?. In Figura (d) la trave aarsdi € caricata con |l
diagramma della curvaturd{/(EJ) della trave reale, ad andamento bi-

triangolare con valore massin®/(EJ) in B. In Figura (d) e stato attribuito un
verso di riferimento al caricamento bi-triangoldeto dalla curvatura.

In Figura (e) si sono rappresentate separatamerted meta della trave.
Nella meta di sinistra e rappresentata la risudtat@l caricamento triangolare
della trave ausiliaria, che vale 1RIKEJ)xI=PI%/(2EJ). Inoltre, nella meta di
sinistra sono rappresentate le due reazioni vamgalhe valgono ib 1/3 della
risultante risultante, e quind??/(6EJ), ed inB 2/3 della risultante, e quindi
PI%/(3EJ). Tali reazioni vincolari eguagliano il taglio B ed inD nella trave

lP M¢ Pl iP
D B e D B AN
JAN | A\ I JAN /\ A A - \
| | ! (b) aux. (c)
(a)
L 21/3 1/3 /3 21/3
M PI%/2E PI7/2E)
S T < gy e
> TTBITAy O : S T2
YA\ N PI%/6E aux.
aux. (4 § PI?:ﬁEJ/i (¢) PI%/3EY
Figura ?

ausiliaria, e quindi esprimono la rotazione neliavé reale. In conclusione,
ds=PI%/(3EJ) e dp=PI*/(6EJ).

Nel seguito si considera il calcolo della freccialedla rotazione inA.
Occorre a tal fine considerare la meta destra dedlee, Figura (e). 1B,
interpretato come facente parte della meta desila ttave, agisce I'opposto
della reazione che agisceBrinterpretato come facente parte della meta saistr
della trave (principio di azione-reazione). Taleziene valePl?/(3EJ). La
risultante del caricamento triangolare che agisitla sneta destra della trave e
uguale alla risultante gia calcolata del caricaménangolare che agisce sulla
meta sinistra della trave, e val¢/(2EJ). Il taglio in A nella meta destra della
trave ausiliaria vale quindi la somma (i due vemio concordi) della reazione
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in B, cioé PI%(3EJ), e della risultante del caricamento triangolacee
PI%/(2EJ). In conclusione, il taglio i\ nella trave ausiliaria valeP5/(6EJ), e
rappresenta la rotazione nella trave reale.

La freccia inA si calcola determinando il momento flettenteAimella
trave ausiliaria, Figura (e). Riferendosi alla me¢&tra della trave ausiliaria, il
momento flettente il vale la reazione iB, cioéPI?/(3EJ), moltiplicata per il
suo braccio rispetto aéd, che valel, sommata alla risultante del caricamento
triangolare, cio@|?/(2EJ), moltiplicata per il suo braccio rispetto Adche vale
21/3. 1l momento flettente nella trave ausiliariaAnvale quindiPI%/(3EJ)xI+
PI%/(2EJ)x21/3= 2PI°/(3EJ).



 Si considera la trave di lunghezzancastrata irB, supportata irD, e caricata
in A da una coppia concentra@ Figura ? (a). Si vuole risolvere guesta
struttura, e calcolare la frecciaAn
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Si risolve dapprima la struttura una volta iperstatLa Figura (b) mostra
lo svincolamento iD, dove all’appoggio si e sostituita la reazioneceiareF,
incognita. La Figura (c) mostra 'andamento del reato flettente nella trave
reale, dove i due contributi del momento flettentep, costante, dovuto alla
coppia C, ed uno, triangolare, dovuto alla forEa sono stati rappresentati
separati, e con versi opposti, dato che le corndpoti curvature sono opposte.
La Figura (d) mostra la trave ausiliaria, in acocoodn la Tabella ?. La Figura
(e) mostra la trave ausiliaria caricata dai diagmardelle curvature. Siccome
'abbassamento inD nella trave reale e nullo a causa della presenza
dell’appoggio, inD nella trave ausiliaria deve annullarsi il momefi&ttente.
La Figura (f) mostra le risultanti delle due ares daricamenti costanti e
triangolari, considerando soltanto il caricamerita sinistra della sezione iD.

Il momento flettente iD vale la risultante del caricamento costaié(2EJ),
per il braccio della risultante rispetto @, 1/4, meno la risultante del
caricamento triangolardsl?/(8EJ), per il braccio della risultante rispettoDa
I/3. L’'imposizione che tale momento flettente si @hnin D produce
I'equazione Cl/(2EJ)xI/4-FI*/(8EJ)xI/3=0, da cuiF=3C/l. Si & cosi risolta
I'iperstatica.

Si passa ora al calcolo della frecciaAinLa freccia inA nella trave reale
eguaglia il momento flettente i nella trave ausiliaria. La Figura (g) mostra la
risultante del caricamento costante alla siniseladsezione inA, e cioe la
risultante dell'intero caricamento costant@/(EJ), moltiplicata per il suo
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braccio rispetto adA, 1/2, meno la risultante del caricamento triangolare,
FI%/(8EJ), moltiplicata per il suo braccio rispetto Adl/3H/2. Ricordando che
F=3C/I, il momento flettente inA nella trave ausiliaria val&l/(EJ)xI/2-
(3C/NI%(8EJ)x(1/3+/2)=3CI*/(16EJ). Questo & il valore della freccia Mnella
trave reale.



e Si considera la trave di lunghezkadoppiamente incastrata iy e B, e
caricata inD da una forza trasversale concentmtaeccentrica rispetto alla
mezzeria della traversa, Figura ? (a). Si vuolelveye questa struttura, e
calcolare la freccia iD.
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Questa struttura € due volte iperstatica e dueevalaticamente
indeterminata.

La Figura (b) mostra la trave svincolata, dove agtastri vengono
sostituite delle cerniere, e le corrispondenti eepdi incastroC, e C,,
incognite, vengono applicate ai puitied A. Per chiarezza, il diagramma del
momento flettente € disegnato separatamente perdaticamentP, C; e C,,
rispettivamente nelle Figure (c), (d), ed (e). LiguFa (f) mostra la trave
ausiliaria della trave doppiamente appoggiata gufa (b), che coincide con la
trave reale. Le Figure (g), (h), ed (i) mostranocdricamento della trave
ausiliaria in termini dM¢/(EJ), per i tre momenti dovuti rispettivament® aC,

e C,. Per ogni caricamento, sono rappresentate nala w@usiliaria le risultanti
delle varie aree triangolari, e le reazioni vincold valore corretto delle coppie
di incastro incogniteC; e C, e quello per cui nella trave reale si ha rotazione
nulla in A e B, e quindi nella trave ausiliaria si ha taglio nulh A e B.
Riferendosi alle Figure (g), (h), ed (i), Bila caratteristica di sollecitazione di
taglio, posta uguale a zero, vale:

7PI? ClI _CJ _

126E] 3EJ 6EJ




mentre inA il taglio, posto uguale a zero, vale:

5PI” _Cl _CJ _

126E] 6EJ 3EJ

La risoluzione del precedente sistema fornis@sfgessioni dC; e C; in
termini diP:

SR RO |

64 64

La struttura due volte staticamente indeterminatt cosi risolta.

Si considera nel seguito il calcolo della freceidi che coincide con il
momento flettente i nella trave ausiliaria. Le Figure (1), (m), ed (iportano
il caricamento in termini di curvaturdv/(EJ) della trave ausiliaria,
rappresentato separatamente per i tre caricafie@tie C,, e le corrispondenti
reazioni vincolari nella trave ausiliaria. Per cbizza, solo la parte di
caricamento, in termini di curvatura, che sta allastra del puntd, é stato
rappresentato nelle Figure (1), (m), ed (n). Sotadesrappresentate anche le
risultanti delle varie aree triangolari, ed il lofwaccio rispetto aD. Per
semplificare i calcoli, il caricamento trapezoiddlstribuito tra i puntB e D di
Figura (m) e stato diviso in due caricamenti trizlag.

Il momento flettente i, Myp, nella trave ausiliaria vale quindi la somma
di tre contributi relativi alle Figure (I), (m), egh), dove i tre contributi sono
stati evidenziati con parentesi quadre:

{mz | 3pI2 |} [_q | cl 1, 3c| |} [_CZI | C) |}
o = X — X— |+ X — + X — + X— |+ X — + X —
128E) 4 128E) 12 3E) 4 8EJ 6 32E) 12 6EJ 4 32E) 12

La parentesi quadra centrale contiene tre termrmantre le altre parentesi
quadre contengono due termini. | due termini risicono uno al momento
dovuto alla risultante, e laltro al momento dovusb carico triangolare
distribuito. La parentesi centrale si riferisceaalfigura (m), nella quale il
caricamento trapezoidale distribuito tra i puBtie D di Figura (m) € stato
diviso in due caricamenti triangolari.

Svolgendo i calcoli, si ha:

_| 3PI® 7C/|? 5C,I°
Mp = - -
256E] 128EJ 128EJ
Sostituendo &, e C; le loro espressioni in termini & precedentemente
calcolate, si ottiene:
_ 9P
' 409¢EJ
che quindi rappresenta la frecciddmella trave reale.

Questo esercizio € risolto nel Capitolo sul tea@edi Castigliano,
impiegando un diverso svincolamento.




