IL TEOREMA DI CASTIGLIANO
Versione preliminare Dicembre 2013

Il teorema di Castigliano permette di a) calcolfaeece e rotazioni in strutture
(trabeiformi) isostatiche, e b) risolvere struttiperstatiche, cioé calcolare le
reazioni vincolari iperstatiche e le caratteristidi sollecitazione iperstatiche.
Una volta risolta la struttura iperstatica, Castigh permette di calcolare frecce
e rotazioni anche nella struttura iperstatica.

1 Esempi di calcoli di frecce e rotazioni in travi isostatiche tramite
Castigliano

1.1 Si considera la trave di Figura 1.1, di lungladzsostenuta da due appoggi
a cerniera di estremita, e soggetta ad un carinocestdrato trasversale centrale
P, Figura (a). Si vuole determinare la freciaiael centro della trave, pung

Le due reazioni vincolarP/2 sono evidenziate in Figura (b). Non si
prevedono invece reazioni vincolari orizzontaliiaglpoggi, dove questa € una
approssimazione generalmente lecita.

Il diagramma del Momento FlettenM; € rappresentato in Figura (b).
SiccomeM; é simmetrico rispetto al centro della trave, ilcob dell’energia
internaU dell'intera struttura puo venire sveltito calcadan’energia interna su
meta struttura, Figura (c), e poi raddoppiandonelibre. Conviene scegliere
come origine della coordinata un estremo della trave, Figura (c), e non il
centro della trave, perché cosi I'espressionkldiche si annulla alle estremita
della trave, diventa particolarmente semplice.

I momento flettentdVl; , I'energia internaJ, e la freccia (verticalef,
valgono:
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1.2 Si considera la trave di Figura 1.2, di lungiag¢zsostenuta da due appoggi
a cerniera di estremita, e soggetta ad un caricwerdrato trasversaleon
centrale P, Figura (a). Il puntoA dista dall'appoggio di sinistra di3, e
dall’appoggio di destra di 2/3Si vuole determinare la frecdiadella trave nel
puntoA di applicazione del caride.
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Figura 1.2

Il diagramma del Momento Flettendd; € rappresentato in Figura (b).
Questo problema non e simmetrico, dato che il oaficnon e applicato in
mezzeria della trave. Occorre percio studiare separente i due tratti (1) e (2)
della trave, mostrati in Figura (b).

Tratto (1). Il diagramma del Momento Fletteik, € rappresentato in
Figura (c). Scegliendo come origine della coordinatestremo sinistro della

trave, il momento flettent®; ; e I'energia intern&, valgono:
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Tratto (2). Il diagramma del Momento Flettek, € rappresentato in

Figura (d). Scegliendo come origine della coordinat’estremo destro della

trave, il momento flettent®; , e I'energia intern&J, valgono:
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1.3 Si considera la trave a sbalzo di Figura 1.8yrjhezzd, incastrata ad una
estremita, ed inflessa da una coppia concen@applicata all’altra estremita.
Si vuole determinare la rotaziorgg della trave nel punt@d di applicazione

della coppieC.
Il diagramma del Momento Flettente

M; rimane costante lungo la trave. Si

assume l'origine della coordinata

dall’incastro. (Scegliere l'origine dA

A I'espressione diM¢ non cambierebbe,
dato che il diagramma dM; &

C
<|—% costante.) Il momento flettentdv,

X, (a) I'energia internalU, e la rotazioneps
valgono:
Figura 1.3 M, (x)=C
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1.4 Si considera la trave a sbalzo di Figura li.4yrjhezzd, incastrata ad una
estremita, e caricata all’altra estremAada
P una forza trasversale concentr®a da una
coppia concentrat@. Si vuole determinare la
freccia fy e la rotazioneg, della trave nel
A puntoA di applicazione del caricamento.
| C Conviene scegliere come origine della
y coordinatax l'estremo della trave dove e
(a) =" applicata la forza concentrata, perché cosi la
Figure 1.4 parte dell’'espressione dM; dovuta aP
diventa piu semplice.
I momento flettentdVl;, I'energia interndJ, la frecciaf, e la rotazionej,
valgono:
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Si noti cheM; vale Px+C e nonPx-C, dato cheP e C, considerati
singolarmente, producono un effetto concorde sfiliee longitudinali della
trave. Infatti, siad® cheC producono un allungamento delle fibre superioliade
trave. Invece, se avessi assulko=-Px-C, invertendo la convenzione sul segno
del momento flettente assunta precedentementesrjeninterna non sarebbe
cambiata, dato essa che viene calcolata quadrandoornento flettente.
(L’energia interna deve rimanere positiva.)

Nei passaggi precedenti I'energia intebha@ stata derivata rispettdPaed
a C. Quando si derivdJ rispetto aP, i termini diU che non contengon® sono
nulli, e quindi scompaiono dalle formule. Similmentquando si derivdJ
rispetto aC, i termini diU che non contengor® sono nulli.

1.5 Si considera la trave di Figura 1.5, di lungladz incernierata alle due
estremita, e soggetta ad una coppia concen@Gapplicata ad una estremita,
Figura (a). Si vuole calcolare la rotazione dsifemita della travé soggetta
alla coppiaC.

Le due reazioni vincolari sono uguali ed oppostdpdhe esse devono
fornire un “effetto coppia”, devono cioe equilibeala coppiaC. Il momento
flettente parte da zero sull’appoggio di sinistraentre a destra, dove e
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applicata la coppi&, esso non € nullo, dato che il diagrammldpresenta un
gradino in corrispondenza dell'applicazione di wog@pia concentrata, Figura
(b).
Conviene scegliere come
M origine della coordinata x

- L% I'estremo della trave non caricato
| | DC

dalla coppiaC, Figura b, perché
P—C/T da tale punto I'espressione I
parte da zero.

(@) Fiqura 1.5 () Il momento flettente M,
g ' I'energia interndJ, e la rotazione
@a valgono:
C
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1.6 Si considera la trave di Figura 1.6, di lunglagz incernierata alle due
estremita, e soggetta ad una coppia concer@raf@licata al centro della trave,
puntoA, Figura (a). Si vuole calcolare la rotazioneaé&iave inA.

Le due reazioni

@ @ vincolari sono uguali ed

C P—C/ opposte, dato .che esse
/"A ’ M devono  fornire un
“effetto coppia”’, devono

TA \ A e p—C/| cioe equilibrare la coppia
| C. Il momento flettente

(a) (b) M; € uguale ed opposto

Figura 1.6 sui due tratti (1) e (2) di

Figura (b), cioé ha un
andamento antisimmetrico. L’energia inteth& invece uguale sui due tratti(1)
e (2) di Figura (b) (cioe ha un andamento simme}riclato che I'energia
interna dipende dal quadrato M}, che cancella la diversita di segnoMii nei
due tratti (1) e (2). L'energia interna totale pgaindi venire valutata
raddoppiando il suo valore calcolato per meta tsirat e cioe sul tratto (1) o
(2).

Per il tratto (1), il momento flettendd; ; e I'energia intern&); valgono
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L’energia interna totale € il doppio di quella tltto (1)
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1.7 Si considera la trave a sbalzo di Figura 1i.lyrdyhezzd, incastrata ad una
estremita, e soggetta ad una forza concentrateetissedeP applicata al centro
della trave, puntoB, Figura (a). Si vuole calcolare la freccia deltave
all'’estremita libera (cioé non vincolata), punto A.

Figura 1.7

(b)

Il teorema di Castigliano
fornisce con immediatezza
la freccia di una trave in
corrispondenza di un punto
caricato da wuna forza
concentrata, e la rotazione
di una trave in

corrispondenza di un punto
caricato da una coppia

concentrata. In  questo
esercizio si richiede di
calcolare la freccia nel

punto A, non caricato da una forza concentrata. Occoriadguadattare il

caricamento, introducendo una forza fittizfanel punto nel quale si vuole
calcolare la freccia della trave. Solo al termirdedcalcolazioni, e cioé dopo
aver calcolato il momento flettente e I'energiaemfi, ed aver derivato
I'energia interndl rispetto ad-, si esprimera il fatto ché non esiste, ponendo

F=0.

Conviene considerare separatamente i due tragi (2) di Figura (b).

Tratto (1): Il diagramma del Momento Fletterik; € rappresentato in
Figura (b). Scegliendo come origine della coordinatestremo sinistro della
trave, il momento flettentll; ; e I'energia intern&; valgono:



M f’1(x) = Fx

112

B |/2|\/|f'1 |/2 2, F?2 x° B F2 |8 B =
=), 2EJ _I 2EJ 2EJj " 2E) 3|,  2EJ 3x8 48EJ
Tratto (2): Il diagramma del Momento Fletterik, € rappresentato in
Figura (b). Scegliendo come origine della coordinyal punto di applicazione
della forzaP, e cioe il centro della trave, il momento fleteM; , e I'energia
internaU, valgono:
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La freccia nel puntoA si ottiene differenziando I'energia interna
rispetto alla forza fittizid, ed infine ponendo nulla la forza fittizigs0.
vl __1 feFI* +5PI°) = _5pI° = SPI”
OF |, A48EJ F=0  48EJ 48EJ

Si osserva che porie=0 e l'ultima operazione da compiere nei calcali. |
teorema di Castigliano impone di derivare rispeiiouna variabile, che € una
forza o una coppia. Se imponeBs0 in una fase iniziale dei calcoli, non potrei
poi derivare rispetto ad un numero, in questo dasamero O.

| calcoli precedenti possono venire eseguiti consupporto di un
manipolatore algebrico. Questi programmi effettyaotire ad operazioni

algebriche, anche operazioni analitiche, qualivdée ed integrali.

fa=

1.8 Si considera la trave a sbalzo di Figura 1.8jrjhezzd, incastrata ad una
estremita, e soggetta ad un carico concenfPapplicato all’'altra estremita,
puntoA, Figura (a). Sivuole calcolare la rotazione aéiave inA.
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I teorema di

M
f P Castigliano
/ Pl / Pb ) fornisce con
A A immediatezza

A X
%, | | %, | C %l | <_T C la freccia di
@ N @ una trave in

corrispondenza
di un punto
caricato da una forza concentrata, e la rotazionmal trave in corrispondenza
di un punto caricato da una coppia concentratguésto esercizio si richiede di
calcolare la rotazione nel pun#y non caricato da una coppia concentrata.
Occorre quindi adattare il caricamento, introducemtha coppia concentrata
fittizia C nel punto nel quale si vuole calcolare la rotagidella trave, Figura
(b). Solo al termine delle calcolazioni, e cioé dogver derivato I'energia
internaU rispetto aC, si esprimera il fatto ch€ e una coppia fittizia, ponendo
C=0.

Il diagramma del Momento Flettentd; e rappresentato in Figura (c).
Scegliendo come origine della coordinatBestremo destro della trave, punto
A, il momento flettentd/; e I'energia intern& valgono:

Figura 1.8

M, (x)=Px+C
M, 2
U=[— dx=j'(PX+C) dx= [ (Px* +C? + 2PCxJix =
02E] % 2E] 2E] %o
1 (,1° 12

2EJ
La rotazione nel puntd\ si ottiene differenziando I'energia interh
rispetto alla coppia fittizi&, ed infine ponendo nulla la coppia fittizz:0.
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1.9 Si considera la trave di Figura 1.9, di lunglaek incernierata alle
estremita, e soggetta ad un carico concenfPaspplicato al centro, punta,
Figura (a). Sivuole calcolare la rotazione debtae inB.

| e

I
P/2 P/2
PX

Figura 1.9

Come gia visto negli esercizi precedenti, occodattare il caricamento,
introducendo una coppia concentrata fittigganel punto nel quale si vuole
calcolare la rotazione della trave, Figura (b).0Saltermine delle calcolazioni,
e cioe dopo aver derivato I'energia intetdaispetto aC, si esprimera il fatto
cheC e una coppia fittizia, ponend=0.

Le reazioni di contatto sono rappresentate neliarai (b). Il diagramma
del Momento Flettent®l; € rappresentato in Figura (c). Conviene considerar
separatamente i due tratti (1) e (2) di Figura $cegliendo come origine delle
due coordinat le estremita della trave, il momento fletteiMe e I'energia
internal vengono calcolati separatamente per i due tratti.

Tratto 1:
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La rotazionepg nel puntoB si ottiene differenziando I'energia interbla

rispetto alla coppia fittizi&, ed infine ponendo nulla la coppia fittizz=0.
_ou|  _
P = ocl...

3 3 2
2EJ \ | 21)24 2EJ || 2l )3x8 2 I 2 1)|2%x4
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Il valore negativo della rotazionggs indica che la rotazione avviene in
verso opposto a quello @i

| calcoli precedenti possono venire sveltiti aduda la seguente strategia
alternativa. Si applicano due uguali coppie fidig alle due estremita della
trave, come mostrato in Figura (d). Cosi facemtieersamente dalla Figura
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(b), si conserva la simmetria del problema, pericmomenti flettenti e le
energie interne sono uguali nei due tratti (1))e P2r ottenere I'energia interna
totale, basta quindi raddoppiare I'energia intecaécolata per un tratto. Si
considera nel segquito il tratto (1) di Figura (d)momento flettentedVl;; e
I'energia interndJ, valgolo:

P
Mfyl(x)zgx—C

P 2
2M, 2 HZ[ZX_CJ 1 ' =5 P
U =] —idx= dx = T x2+c?-2"cxldx=
o 2EJ 2EJ 2B |, \ 4 2
2 3 2
A (PE cel pe
2EJ| 4 3x8 2 2x4
L’energia interna total& vale:
. 1(p B 5 | |2
Uu=2u,=—|———+C?’--PC
EJ( 4 3x8 2 2x4
Si noti che la coppia fittizi&C e stata applicata due volte in Figura (d).
Quindi, derivando I'energia internd rispetto aC, si ottiene la somma delle
rotazioni ai due estremi della trave, positive geierse corC. Siccome, per la

simmetria del problema, tali rotazioni sono ugudérivandoU rispetto aC si
ottiene il doppio della rotazione ad ogni singd&r@mita della trave.

2 2
2¢B:a_u :i 2C|——P | :—PI
0C|.., EJ 2 2x4)  8E
Quindi
. PI?
Pe = 16EJ

1.10 Si considera la trave di Figura 1.10, di lweggal, incastrata ad una
estremita, e soggetta ad un carico distribuitoasustp, Figura (a). Si vuole
calcolare la freccia e la rotazione della travesiiemita liberaA.

Figura 1.10
11



Relativamente al calcolo della freccia Ay si ricorda che Castigliano
richiede la presenza di una forza concentrata umatiopin cui si vuole calcolare
la freccia. Siccome nel caricamento originale detkve, rappresentato in
Figura (a), non € prevista una forza concentratg mccorre applicare iA una
forza fittiziaF, Figura (b). Solo al termine delle calcolazioniiee dopo aver
derivato I'energia internbl rispetto ad~, si esprimera il fatto chEé non esiste,
ponendoF=0. Il momento flettente valutato nella sezioneaggrax e dovuto
alla sola pressionge si calcola moltiplicando la risultante della piesg agente
lungo il tratto tra O eat, che valgx, per il braccio di tale risultante rispetto alla
sezione definita dalla coordinatache vale</2, Figura (c). Inoltre, il momento
flettente valutato nella sezione genentaa dovuto alla sola forza concentr&ta
vale Fx. Il momento flettente total®l; dovuto alla contemporanea presenza
della pressiong e della forzaF e la somma (e non la differenza) dei due
contributi precedenti, dato che i due contributbnsiderati separatamente,
inflettono la trave nello stesso modo, producorae aéntrambi trazione delle
fibre superiori della trave. Il momento flettentgaie M, I'energia interndJ, la
derivata diU rispetto ad~ valutata peF=0, la quale esprime la frecciaAnfa,
valgono quindi

2

X X
M, (X) = pXx=+Fx=p—+Fx
(%) p2 DZ

2 2
IM 2 I(pX2+FXj 1 | 4 )
U=I—fdx: dx = J(sz—+F2X2+2pX?FXde=
0

0 2E] 2EJ T 2EJ 4

0

' 4 5 3 4
1 [pZX—+F2X2+pFX3JdX— 1 (pz | +F2|_+pF|_j

2B )\ 4 “2B1\ 7 4x5 3 4
3 4 4
a_U = fA :i 2FI_+ pl_ = pl
OF | 2837 3 "4)  8EJ
F=0

Passando al calcolo della rotazione An occorre applicare ilA una
coppia fittiziaC, Figura (d). Solo al termine delle calcolaziongiee dopo aver
derivato I'energia interntl rispetto aC, si esprimera il fatto ch€ e una coppia
fittizia, ponendaC=0.

I momento flettente total®&l; dovuto alla contemporanea presenza della
pressiong e della coppi& € la somma (e non la differenza) dei due contribut
considerati separatamente, dato che i due contnibfléttono la trave nello
stesso modo, producendo entrambi trazione delte S8hperiori della trave. Il
momento flettente total®l;, I'energia interndJ, la derivata diJ rispetto aC

valutata peC=0, la quale esprime la rotazioneAng,, valgono
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X X
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¢ (%) 5 P

2
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M2 '[p2+Cj 1 (' ,x X2
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ou 1 °

—| =¢,=——|2CI+

0C |z ZSPT=y ( *P 3} i
F=0

_p’
6EJ

1.11 Si considera la trave di Figura 1.11, di lweggal, incastrata ad una
estremita, e soggetta ad una pressmrastribuita con legge triangolare, nulla
nel puntoA e con valore massimm della pressione raggiunto nella sezione di
incastro, Figura (a). Si vuole calcolare la freexia rotazione della trave A&

P=(1/2)(pox/)x
p=pgyx/!

e, T i
% I ? % l T / | X % :

|
| 1
|

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.11

Relativamente al calcolo della freccia W Castigliano richiede la
presenza di una forza concentrata nel punto irsicuiiole calcolare la freccia.
Occorre quindi applicare iA una forza fittiziaF, Figura (b). Solo al termine
delle calcolazioni, e cioe dopo aver derivato ltgne internal rispetto ad-, si
esprimera il fatto ch& e fittizio, ponendd==0. 1| momento flettente valutato
nella sezione genericae dovuto alla sola distribuzione di pressioneny@are
p si calcola moltiplicando la risultante della piesg agente lungo il tratto tra O
edx per il braccio di tale risultante rispetto allzisae definita dalla coordinata
X. La risultante della pressione tra 0di calcola osservando che il valore
della pressione in corrispondenza della sezionda dighve definita dalla
coordinata generica vale poX/l, Figura (c). (Come riprova della correttezza di
tale formula, perx=l la pressione vale correttamergg mentre perx=0 la
pressione € nulla.) Siccome la pressione e distailmon legge triangolare, la
risultante della pressione tra 0 x@guaglia I'area della sezione triangolare, di
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altezza pox/ e di basex. La risultante P, Figura (c), vale quindi
(1/2) (pox/)x=(1/2)px¢/1. Il momento flettente relativo ad una sezione geae

e dovuto ap vale infine il prodotto della risultant® per il braccio della
risultante rispetto alla sezione generica defidéda, che vale/3, Figura (c). In
conclusione, il momento flettente dovute & valutato in una sezione generica
definita dalla coordinatx vale =(1/2pox*/(3)=px/(6l). Inoltre, il momento
flettente valutato nella sezione genentaa dovuto alla sola forza concentr&ta
vale Fx. Il momento flettente total®l; dovuto alla contemporanea presenza
della pressione triangolane e della forzaF € la somma dei due contributi
considerati separatamente, dato che i due contribfl¢ttono la trave nello
stesso modo, producendo entrambi trazione delte 8hperiori della trave. Il
momento flettente total®;, I'energia interndJ, la derivata diU rispetto aF
valutata pefF=0, Ia guale esprime la frecciaAnf,, valgono

M (X)_ po_|+FX

' 3 5
1 p02 cEn2 s PP ey 1 [ PlT L pal® PR I®
2EJ o 34l 3 2EJ | 36x 712 3 3 5

|4

ouU

3 5

Mg =L opl Rl

OF |- 260|737 3 5) _ 30EJ
F=0

Passando al calcolo della rotazione An occorre applicare ilA una
coppia fittiziaC, Figura (d). Solo al termine delle calcolaziongi@e dopo aver
derivato I'energia intern& rispetto aC, si esprimera il fatto ch€ e fittizia,
ponendoC=0. Il momento flettente totald;, I'energia interndJ, la derivata di
U rispetto aC valutata peC=0, la quale esprime la rotazioneAng,, valgono

X3
M (x)=Po " *C

_ Pl

x° ’

|

Po +C |

M, ( ° 6l j 6 3

U=J-I " dx = dx = ! J(pg X2+CZ+2pO%deX:
0

0 2EJ 2EJ 2EJ 340

| 2 4

1 pO XG +C2 + pOC X3 dX: 1 pOI +C2| + pOC|_

2EJ o 362 3 2EJ( 36% 712 3 4
ouU 13

3
el — ¢A — 1 2C| pO | —_ pO
s 2EJ 34

oC  24E)

14



1.12 Si considera la trave di Figura
= 1.12, di lunghezzd incastrata ad una
estremita, e soggetta ad una forza
trasversale concentratd® all'altra
A estremita, puntoA, Figura (a). Si
vuole calcolare la freccia della trave
| in A impiegando un modello
flessotagliante (e non un modello
<O> puramente flessionale), per esaminare
: I'influenza  del Taglio sulle
Figura 1.12 deformazioni della trave
Per una generica coordinatail Momento FlettenteM; ed il taglioT
valgono
M,(X)=Px ; T=P
L’energia interndJ che tiene conto del Momento Flettente e del Taglio,
la frecciaf valgono:

| 2 | | |
M 2 2,2 2 213 2
U:J fdx+JgT dx:JPde+JEde: P +§(PI
. 2EJ o 2AG o 2EJ o 2AG 2x3EJ  2AG

U PP
oP 3EJ ~AG
doveg e il fattore di Taglio, che per sezioni rettangolale 1.2 e per sezioni
circolari piene vale 1.11 . (Non si deve confond&reol coefficiente che fa
passare dalla tensione tangenziale media alla masshe vale 3/2 per sezioni
rettangolari, e 4/3 per sezioni circolari piene.)

Per quantificare linfluenza del Taglio sulle fregcsi considera un
esempio numerico, riferito ad una lunghezza debaet|=100 mm, sezione
trasversale rettangolare della trave, 110 mm eh= 20 mm. Quindi I'area
trasversale della trav&=200 mni, e J=bh*12=10<20°/6=6666.66 mrh Inoltre
E=210000 MPa, 6€&[B0000 MPa. Infinel>=10000 N.

La freccia vale 2.3810+0.075=2.456 mm. La partéaate della freccia e
quindi (in questo esempio) soltanto 0.075/2.45653%6r cento della freccia
complessiva. Questo risultato giustifica lI'impiegdi modelli puramente
flessionali nella pratica ingegneristica,
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| 1.13 Si considera I'anello quadrato aperto
- di Figura 1.13, dove la trave inferiore &
tagliata a meta, e le due for& sono
@ applicate ai due monconA e B (per
chiarezza grafica, le forz€ sono state
@ @ rappresentate lievemente disassate rispetto
. all'asse della trave; in realtd tale
@B A@ disassamento non esiste). Si vuole

calcolare I'apertura dell'anello, dovuta alle

PF%P

/2 /2 due forzeP.
- e - Il momento flettente & nullo nei tratti
Figura 1.13 (1) e (5). Il momento flettente nei tratti (2)
e (3) vale

M;,(X)=Px ; M, (X)=PI

L’energia interna dei due tratti (2) e (3) e I'egiartotaleU dell’anello
valgono

Uz :JI Mf’zz CIX:JI P2X2 dx = P2|3 ; U3 :JI Mf'gz dXZJI P2|2 dx = P2|3
. 2EJ o 2EJ 2x3EJ . 2EJ o 2EJ 2EJ
PA°® , P1* _5PA°
2x3E] 2EJ  6EJ
L’apertura dell'anello quadrati cioé I'allontanamento del punfodaB,
si ottiene derivando I'energia interrld rispetto aP. Infatti tale derivata
rappresenta la somma di due frecce, rispetto akdi ¢¢ due forzd>, applicate
in A eB, lavorano. Tale somma di frecce & appunto I'apaftdell’anello.
¢ 0U _5PI°
oP  3EJ
Si osserva infine che I'anello di Figura 1.13 e whauttura labile, dato
che sono permesse rototraslazioni rigide, ind&firlih genere, non si possono
definire univocamente gli spostamenti in una gtrattlabile, dato che gli
spostamenti sono indefiniti a causa del moto ragbétorio rigido, indefinito. In
guesto esempio, tuttavia, si considera lo spostmmelh una estremita
dell'anello aperto, rispetto all’altra estremité, @ppare fisicamente chiaro the
tale spostamento relativo € univocamente definito.
Calcoli simili a questi vengono impiegati per t@o® le tensioni in un
anello di tenuta del pistone (€ un anello circotagdiato) durante il montaggio.

U=2,+U,=2
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1.14 Si considera l'anello aperto di Figura 1.1dyeal le due forze® sono
applicate ai due estremA e B. Si vuole
calcolare I'apertura dell’anello dovuta alle due
forzeP.

Il braccio b della forza P rispetto al
baricentro di una sezione generica individuata
dalla coordinata angolar@ va misurato in
direzione perpendicolare alla retta d’azione
della forzaP, e vale

b =R(@-cos)

I momento flettentéM; in funzione della

. coordinata angolar@ vale
Figura 1.14 M, () = Pb = PR(L—cos9)

L’energia interndJ dell’anello vale

2

2
M 2T 522 (1 _ 2 2p3 2p3
U:J f Rdz9:J PRIA-C0S)” pyg =P R prg _ cos9)2dg = PR
. 2EJ . 2EJ 2EJ 2EJ

L’aperturaf dell’anello, cioé I'allontanamento del puntodaB, si ottiene
derivando l'energia internb rispetto aP. Infatti tale derivata rappresenta la
somma di due frecce, rispetto alle quali le duedd?, applicate inA e B,
lavorano. Tale somma di frecce € appunto I'apefftdedi’anello.

_0U _37PR®
P EJ

Calcoli simili a questi vengono impiegati per detarare le tensioni

durante il montaggio di un anello di tenuta detgrg (€ un anello tagliato) e

per prevedere cosi indesiderate plasticizzazioni.

P 1.15 Si considera la molla ad elica cilindrica di
compressione realizzata in acciaio, Figura 1.15,
compressa dalla forAa e definita nella sua geometria
dal raggio medioR, dal diametro del filod e dal
numero di spiren. Si vuole calcolare la frecciadella

“¢ molla. La molla lavora prevalentemente a momento
torcenteM,, di valore costante lungo le spire
NS 22224
& M, = PR
Figura 1.15 Considerando la molla come formatardanelli

sovrapposti, I'energia interna della molla vale

2n 2 2 o0 253 253 253
U=n| gemag=n| P g PR g - PR o 2
0 P 2G—— 2G——

0 p
32 32
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La frecciaf della molla si ottiene derivando I'energia intethaispetto a

¢ 20U _64PRn

oP  Gd*
Questo risultato coincide con la formula ottenuta metodi classici nei

corsi di Costruzione di Macchine.

1.16 Si considera la trave di Figura 1.16 (a),utighezzd, incastrata ad una
estremita, ed inflessa all’'altra
estremita da una forza concentrata

lp (2) F@lp trasversale P. Si  vuole
% A % ! A determinare la freccia della trave
% Xy % X per un punto generico, definito
| | | A dalla coordinatay della Figura
(a) | | - (b)
(b) Per determinare la freccia in
Figura 1.16 un punto qualungue, occorre

introdurre la forza concentrata
trasversald- in un punto generico definito dalla coordingt@®ccorre calcolare
il momento flettenteMy(X) e I'energia interndJ) per i due tratti (1) e (2). Per
entrambi i tratti, conviene calcolafd; in funzione dix, lasciando ady Il
compito di determinare la posizione generick.d?er il tratto (1) si ha

YM . 2 2 \,3
M,,=Px ; Ulzj EIY joszxzdx:—P L
’ EJ
0

2EJ 2 2BJ 3

Per il tratto (2) si ha
M, =Px+ F(x— y)

| 2
Uzzj M2 o= L[ [Pxe Fx-y)Pax = [ P27 + F2(x + y? ~ 25y)+ 2PF (x? — xy)ac =

, 2E) " 2E) 2E]
%IL(P+F)ZXZ+F2y2—2(F2+PF)xydx:
1 213 3 22(1 — )= oE2 Li2_ 2
2EJ{(F”F) 3(| y')+F2y?(-y)-2F +PF)y2(' y)}

La frecciaf nella sezione generigavale la derivata dell’energia interna
totaleU=U,+U, rispetto ad-, valutata peF=0.
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0 0
f(y): aLIJ:l F=0 * aLIJ:Z F=0 ) O+ Zé‘J |:2(P+ F)é(ls - y3)+2Fy2(| B y)_ 2(2F " P)y%(l - y2):|F:0 )
3 2 3
2; @ P =y)-P - yz)j ) ZEJ @(IS Y- yz)j =E_F3(y€_l7y+|§j

Lo stesso risultato si ottiene partendo dall’eqoieidifferenziale della

linea elastica, scritta con i simboli consueti
" o_ M f
T 6
doven” indica la derivata seconda della freccia, e @o#cide col simbold “.

Sostituendo I'espressione

M, =Px
si ottiene 'espressione differenziale

,7" :B
EJ

Integrando una prima volta, si ottiene
Px?

] - +C
T %8 ™

Integrando una seconda volta, si ottiene

_ Px?
7 6E]
Le due costanti di integrazior® e C, si determinano imponendo che la

freccian e la sua derivata primg si annullino pex=Il. Si ottiene
Pl P2

+Cx+C,

MNM=0 = +C. =0 = C, =-

7() 5+Cs L= o
3 3 2 3 3

nl)=0 = i +CJl+C, =0 PI”_Pl |+C,=0 = PI” _ P +C,=0 =
EJ 6EJ 2EJ 6EJ 2EJ

_P* P _p?
> 2E] 6EJ 3EJ
Introducendo i valori dC; e C,, la freccian diventa
P _PIZ PI°_P (x_S |2_x+ﬁj

= X =

7761 281 38) EJl6 2 3
dove tale espressione coincide con quella precenmite calcolata alla
Castigliano.
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2 Esempi di soluzioni di travi iperstatiche tramite Castigliano

2.1 Si considera la trave di Figura 2.1, di lungiaek incastrata ad una
estremita, appoggiata all’'altra estremita, e sdggatl una forza trasversale
concentrataP applicata al centro della trave, Figura (a). Soleucalcolare il
momento flettente lungo la trave.

] @ 5D,

Figura 2.1

Si osserva che tale problema € una volta ipecstatiato che le equazioni
di equilibrio non sono sufficienti a calcolare cdetpmente le reazioni
vincolari. In particolare, se si svincola la travauovendo I'appoggio di destra,
non si riesce a calcolare la reazioRe(assunta verticale) tramite le sole
equazioni di equilibrio, Figura (b). (Lo svincolamte non €& univoco; altri
svincolamenti sono in genere possibili, ma spessosyincolamento risulta piu
naturale e vantaggioso di altri.) Occorre quindiparre un’equazione di
congruenza (deformabilita), che esprime la condeiche, sotto l'effetto
simultaneo delle forz@ edF, I'estremoA non si deve muovere verticalmente,
simulando cosi il vincolo di cerniera #che e stato rimosso. (Si noti che la
cerniera non impone restrizioni sulla rotaziondad#&lave inA, per cui non si
deve imporre che la rotazione sia nulla An Questa imposizione sarebbe
necessaria se la trave fosse incastrafa)in

Il calcolo della freccia imMA puo venire effettuato con Castigliano. Una
volta determinata la forz&, il momento flettente pud venire valutato lungo la
trave. In questo esercizio ci si limita a risolvdiperstatica, mentre la
valutazione dettagliata del momento flettente vidasciata allo studente.
Questo esempio mostra quanto sia piu laboriosmieate il momento flettente
In una trave iperstatica rispetto ad una traveaics.

Per calcolare la freccia iA, conviene dividere idealmente la trave nei
tratti (1) e (2), descritti rispettivamente dalleocdinatex edy, Figura (b).
Relativamente al tratto (1), il momento flettentéeaergia interna valgono
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2 12 =22 2 3
M, () =Fx U, j'” dx:f P gx=
2E) , 2E]  2EJ3x8

Relativamente al tratto (2), il momento flettentel'@nergia interna
valgono

M ()-F( +'j Py U —j"ZMf'zzdx— L (" F( +') py| o=
Y=Y ? o 2E] 2EJ |, ar
1 (" 12 |
— +—+2y— |+ P?y? - 2PF| y* + dx =
s, (P py el
3 2 2 3 3 2
Llpsf D DLl hpe U pe[ 1]
2EJ 3x8 42 22x4 3x8 3x8 " 22x4
L’energia interna totale) vale
2 3 3 2 2 3 3 2
U:U1+U2=F I S Y S Gl NP I S IR et U b B
2EJ 3x8 2EJ 3x8 42 ‘22x4 3x8 3x8 " 22x4
La freccia inA viene calcolata derivandd rispetto ad~. Ponendo nulla

tale freccia, si individua il legame tRa ed F. Si riesce cioe ad esprimere la

reazione incognit& in funzione del carico noto imposi Nel nostro caso
_OU _2F I° 1 NN

1 1 12
= F — - — =
A OF  2EJ 3x8 253{ (SXS 42 22><4] (3><8 22><4ﬂ
1 [2Fl3 5PI3}_ 5P
- =0 =
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Il fatto cheF risulti positivo implica che in Figura (b) eratstandovinato
il verso corretto dF (cioé opposto al verso &).

Una volta risolta l'iperstatica, si puo calcolatariomento flettente, ed
anche calcolare la freccia in un punto qualunque.p8&r esempio si vuole
calcolare la freccia i, Figura (b), si puo derivare rispettdPaapplicato inB,
I'energia interna calcolata p&=5P/16. Si osserva pero cHe compare due
volte nel caricamento della trave, una volta pescdeere la forza applicata in
B, ed una seconda volta per quantifickrapplicata inA, secondo la formula
F=5P/16. Quindi, quando si derivd rispetto aP, si ottiene la somma di due
frecce, collegate alle due precedenti forze espressermini diP. Sappiamo
tuttavia che la freccia iA e nulla sé¢==5P/16. Quindi, derivanddJ rispetto &P,
si ottiene soltanto la freccia B

F=""
2BJ| 3 24

2.2 Si considera la trave di Figura 2.2, di lunglael; incastrata alle due
estremita, e soggetta ad una forza trasversaleentmataP applicata al centro
della trave, Figura (a). Si vuole calcolare il maortaeflettente lungo la trave.

Ci si limita in questo esempio a risolvere l'ipatsta. Lo svincolamento
di Figura (b) e particolarmente vantaggioso perchigserva la simmetria del
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/2 | 1/2

N
®
e

>

Figura 2.2

problema. La reazione verticale agli appoggi vaédle condizioni di equilibrio
verticale,P/2, e quindi non & un’incognita iperstatica. Invelze coppiaC é
'unica incognita iperstatica. (Reazioni orizzontaengono come al solito
escluse.)

Lo svincolamento alternativo di Figura (c) consistel rimuovere
I'incastro di destra e nel sostituirlo con una #oincognitaF ed una coppia
incognita _C applicate alla estremitd& della trave, le quali, se di intensita
corretta, precludono la freccia e rotazioneAinripristinando quindi I'effetto
dell'incastro inA, che € stato rimosso nello svincolamento. Lo sitamento
alternativo di Figura (c) non preserva la simmet& problema, e sembra
quindi meno favorevole, dato che, almeno a primstayile incognite da
calcolare sono dué; e C. Si riconsiderera lo svincolamento di Figura (&) p
avanti.

Ritornando allo svincolamento (b), occorre detearenil valore della
coppiaC tale che le estremitA della trave (b) non ruotino, in accordo con le
costrizioni imposte dal vincolo di incastro.

Siccome il problema e simmetrico, si studia solotamstruttura, per
esempio il tratto (1) della Figura (b). Il momeffiiettente per il tratto (1) della
struttura e I'energia interna valgono

P
Mfyl(x)=5x—C
2
aM .2 HZ(ZX-CJ 1 (" p2 P
Ulzj Tdx= dx = —X?+C?-2—xC |dx =
o 2EJ 2EJ 2BJ ), 4 2

2 3 2
S L Rt S Y
2EJ\ 4 3x8 2 2x4

L’energia interna totale) e la sua derivata rispettdCavalgono

22



o2 (PP E |2
U=U,=—=| ———+C2=-PC
2EJ| 4 3x8 2 2% 4

2
W g =2 [l _p!
oC 2EJ 2 2x4

Si noti che, siccom€& compare ai due estremi della trave, la derivate
dell’energia interna totald rispetto aC € la somma delle due rotaziapj, tra
loro uguali, inA. Ponendab,=0 (oppure #,=0), si ottiene I'espressione @iin
termini diP che non provoca rotazioni alle estremita delladra

2
29, =2 (ZCI——PI j=o = c:=%I

" 2EJ 2 2x4

Si e cosi risolta l'iperstatica. Se si vuole cadeella freccia irB, occorre
calcolare I'energia interna totale tenendo con®@hPI/8. Si ottiene:

a2 (PP PA% Pl 1) P3%1 1 1)_ 1 P%®
Uu=2u, = — + ——-pP— = Sy -~ |==
2E)J\ 4 3x8 64 2 82x4) EJ (96 128 64) 384 EJ
ou_, _ 1P

P ° 192E)

Si noti cheP compare tre volte nel caricamento della strutteraioe
relativamente alle forze applicate ai due pukted al puntoB. Derivando
I'energia interna, si trova quindi la somma di fiiecce. Si osserva pero che la
freccia della trave e nulla nei due puAti Di conseguenza, quando si deriva
I'energia interna totale rispettoPa si trova solo la freccia al puni

Si riconsidera nel seguito lo svincolamento (c)v&jliono determinare i
valori di F e C. Il momento flettentd;, per il tratto (1) della struttura e
I'energia interndJ, valgono

M;,(X)=Fx-C
M 2 1/2 _ 2
u,=[ "~ x=J (Fx-C) 4= 1 [”2(F 2x2 + C? - 2FxCox =
o 2E] .  2E] 2EJ
3 2
B = L o
2EJ| 3x8 =~ 2 2x4

I momento flettentéd;, per il tratto (2) della struttura e I'energia inta
U, valgono
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M .(y) = F[y+|§j—C—Py

2
|/2|\/|f2 HZ(F y+|2j_C_Py]
=, 221 ¥ 2EJ Y=
0
LJUZ(FZyZ+F2E+2F2y'—+cz+P2y2—2ch—2F'—c—2FPy2—2FPy'—+2CPy]dx:
2EJ ), 4 2 2 2

(1B 8, B S, 1B |2
= |F?——+F2—+2F2—+C?—+P ~2F—C
2EJ| 3x8 8 2x2x4 2 3x8 ~ 2x4

3 2 2
—orlel e opp ! Licp]
272 3x8 2x42  2x2

Le incogniteC ed F si determinano imponendo che la freccia e la
rotazione inA della Figura (c) siano nulle. La prima equazione &
My 1 fLlps g2
oF 2EJ(12 4

3 3 3 2 2 3 3
6U2:_1 F|_+FI—+FI——CI——C|——PI——P|— =
oF 2BJ\ 12 4 4 4 2 12 8

= (7 F|3—§C|2—3P|3j

2EJ (12 4 24

U _0Ui+U.) ¢ Lo o Lpsloe, Tps 8ge Sy o
oF  oF 12 4" 127 T2 "o

2 5 2 5

ZFP-C?2-2P%=0 = ZF-C-—Pl =0
3 24 3 24

La seconda equazione e
v, 1 (CI —lFlzj

oC 2EJ 4
aU2:i(a—1F|2—1F|2+1P|2j:i(0|—§F|2+1P|2j

oC 2EJ] 4 2 4 2EJ 4 4
aU:a(U“LUZ):m:o — 2CI-FI2+ipPI’=0 = 2C-Fl+ipi=0
aC aC 4 4

La soluzione del sistema produce le seguenti espresdi F e di C in

funzione diC:
F-P . coP
2 8
Riepilogando, con lo svincolamento (c) si ottieastessa soluzione dello
svincolamento (b), ma al costo di calcoli pit lundi puo pero osservare che,
nello svincolamento (c), si poteva arguire dheP/2, dato che il problema

iniziale (a) e simmetrico. Tenendo conto di quesisservazione, lo
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svincolamento (c) produce una sola reazione intagoome lo svincolamento

(b).
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